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ABSTRACT. Let @p be an algebraic closure of Q, and C' its p-adic
completion. Let K be a finite extension of Q, contained in @p and
set Gx = Gal(Q,/K). A Qp-representation (resp. a C-representa-
tion) of Gk is a finite dimensional Q,-vector space (resp. C-vector
space) equipped with a linear (resp. semi-linear) continuous action
of Gx. A banach representation of Gk is a topological Q,-vector
space, whose topology may be defined by a norm with respect to
which it is complete, equipped with a linear and continuous action
of Gg. An almost C-representation of G is a banach representa-
tion X which is almost isomorphic to a C-representation, i.e. such
that there exists a C-representation W, finite dimensional sub-Q,-
vector spaces V of X and V' of W stable under Gx and an isomor-
phism X/V — W/V’. The almost C-representations of Gk form
an abelian category C(Gk). There is a unique additive function
dh : ObC(Gk) — N x Z such that dh(W) = (dime W,0) if W is
a C-representation and dh(V) = (0,dimg, V) if V is a Q,-repre-
sentation. If X and Y are objects of C(Gk), the Q,-vector spaces
Exté(GK)(X, Y') are finite dimensional and are zero for ¢ ¢ {0,1,2}.

One gets Y7 (—1)'dimg, Extyg, ) (X,Y) = —[K : Qlh(X)h(Y).

Moreover, there is a natural duality between Exte g, (X,Y) and
2—i

ExtC(GK)(Y,X(l)).
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1 — INTRODUCTION

1.1 — PROLOGUE

Cet article est le premier d’une série en préparation consacrée a ’étude de
certains phénomenes que 1’on rencontre lorsque 1'on étudie les représentations
p-adiques associées aux motifs des variétés algébriques sur les corps p-adiques.
Considérons d’abord la situation suivante : On se donne un complété K d’un
corps de nombres, on choisit une cloture algébrique K de K, on pose Gx =
Gal(K/K) et on note C' le complété de K.

Soient A une variété abélienne sur K de dimension g et t4 son espace tangent.
C’est un K-espace vectoriel de dimension g. Il est commode de le voir comme
un groupe vectoriel, i.e. de poser t4(R) = R ®k t4 pour toute K-algébre R.

Supposons d’abord K archimédien. On a donc K = R ou C, K = C = C,
Gk = {1,7}, avec 7 la conjugaison complexe ou Gx = {1}. L’exponentielle
est définie partout et on a une suite exacte

0— Hy1(A(C),Z) — t4(C) — A(C) =0

Si maintenant K est une extension finie de @, c’est au contraire le logarithme
qui est partout défini et on a un diagramme commutatif

0 — An(K) — AK) — ta(K) — 0
| n N
0 - An(C) — AC) — ta(C) — 0

Le groupe A(K) est muni d’une topologie naturelle : notons Ok (resp. Oz)
I'anneau des entiers de K (resp. K) ; si A est un modele propre (pas néces-
sairement lisse) de A sur Ok, on a A(K) = A(O%) ; on prend la topologie la
moins fine rendant continues toutes les applications A(Ow%) — A(O%/p"), pour
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n € N (avec la topologie discrete sur A(Oz/p™)). On vérifie que cette topologie
est indépendante du choix du modele, fait de A(K) un groupe topologique
induisant la topologie discréte sur Ay, (K) et la topologie naturelle sur ¢4 (K)
et que A(C) s’identifie au séparé complété de A(K) pour cette topologie.

On a Awr(K) = Aptor(K) © Ay —tor(K) ot A tor(K) (vesp. Ap—tor(K))
désigne le sous-groupe de p-torsion (resp. de p’-torsion) de A(K). L’exponen-
tielle est définie localement, ce qui veut dire qu’il existe un réseau A de t4
(i.e. un sous-Og-module libre de rang g de t4) et un homomorphisme continu
G g-équivariant exp : O¢ ®p,, A — A(C) vérifiant log(exp(x)) = x, pour tout
z € Oc ®o, A ; on a exp(Ox @o, A) C A(K). Ceci permet en particulier
de définir une section s de l'inclusion de A, _ior(K) dans A(C) : si z € A(C),
p"log(z) € Oc®o, A, pour n assez grand et s(z) = p~"m(zP" / exp(p" log(x))),
ot 7 1 Agor(K) — Ay —tor(K) est la projection canonique (on a noté multiplica-
tivement A(C) et additivement A, ¢, (K)). Si A®)(C) désigne le noyau de
s,ona A(C) = Ay _1or(K) © AP(C) et A(K) = Ay _1or(K) @ AP(K), en
posant AP)(K) = A(K) N A®)(C). Cette décomposition est compatible avec
la topologie et A®P)(C) est le complété de A®P)(K) pour la topologie induite.

Le premier fait remarquable est que I'on peut retrouver A®) (K) (et donc aussi
AP(C)) en tant que groupe topologique muni d’une action de Gy d partir de
la seule connaissance de Ap_ior(K) (et donc également A(K) et A(C) & partir
de Aior(K)):

Notons Ug = 14 mo. le groupe des unités de 'anneau des entiers O¢ de C
qui sont congrues & 1 modulo I'idéal maximal. Le logarithme p-adique définit
une suite exacte

0 (@/Z,)(1) = Uf —C = 0

Le module de Tate T,,(A), limite projective des Apn(K), pour n € N est un
Z,-module libre de rang 2g et en tensorisant la suite exacte ci-dessus avec
T,(A)(—1), on obtient une autre suite exacte

0= Apior(K) = Ug (1) ®z, Tp(A) — C(-1) @z, T,(A) — 0

ProprosiTiON 1.1 (cf. §8.4). — Soit A une variété abélienne sur K. I existe
une et une seule application additive continue G -équivariante

& AV () - UZ(~1) &2, Ty(A)
induisant l'identité sur Ap_tor(F), Cette application est injective et identifie
AP)(K) au plus grand sous-groupe de Uf;(—1) @z, T,(A) sur lequel Uaction de
G est discrete. L’application €:ta(K) — C(=1) ® Tp(A), déduite de & par
passage au quotient, est K-linéaire.

On remarque en outre que ¢ induit une application injective &; de t sur
(C(—1) ® (T,(A))%x. L’application analogue pour la variété abélienne duale
A’ fournit par dualité une application surjective & : (C' ®z, Tp(A))C% — ¢4,
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(ol t¥%, est le K-espace vectoriel dual de l'espace tangent de A’). Gréce & un
théoréme de Tate ([Se67a], prop.4), pour toute représentation p-adique V, on
a dimg (C(—1) ®g, V)9 + dimk (C ®g, V)“% < dimg, V. Pour des raisons
de dimension, &, et & sont donc des isomorphismes. On retrouve ainsi la
décomposition de Hodge-Tate pour les variétés abéliennes.

En fait, on a plus que cela : A® a une structure naturelle de groupe rigide
analytique. On peut retrouver cette structure a partir de A,_io;(K) : Ud
a une structure naturelle de groupe rigide analytique sur C' : c’est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de I'anneau sous-jacent au disque unité
fermé. D’ott une structure analytique sur UZ (—1) ® T,(A) ~ (U£)% . Et
AP)(C) s’identifie & un sous-groupe fermé.

Au groupe A,_tor(K) muni de l'action de Gk, on peut donc associer deux
objets intéressants

(A) le groupe topologique AP)(C) muni de son action de G,

(B) le groupe analytique rigide AP [Attention, on ne peut pas obtenir trop :
ce n’est pas la variété analytique rigide A8 associée & A ; dans le cas de
bonne réduction par exemple, c’est seulement la fibre générique du schéma en
groupes formel (pas nécessairement connexe) A associé au groupe de Barsotti-
Tate (Apn)nen oU A est le modele de Néron de AJ.

Lorsque A a bonne réduction, on peut encore associer un troisitme objet, qui
est

(C) un faisceau de groupes abéliens pour la topologie plate (pour les généra-
lisations, ce sera mieux de considérer la topologie syntomique lisse sur SpfW),
a savoir le faisceau représenté par A.

Ces trois constructions se généralisent aux motifs. Pour fixer les idées, soient
X une variété algébrique propre et lisse sur K, m € N et ¢ € Z. Au "motif”
M = H™(X)(i), on peut associer M,_or(K) = HZ (X7, (Qp/Zy)(i)). A partir
de ce module galoisien, on peut construire des objets du type (A), (B) et, dans
le cas de bonne réduction, (C) qui vivent dans de jolies catégories. Pour (C),
on ne sait le faire qu’a isogénie pres, sauf si 0 < m < p — 2. En fait pour
fabriquer un objet du type (A) ou (B) il suffit de partir d’'un groupe abélien
de p-torsion A avec action linéaire et continue de Gx qui est de cotype fini. Si
on travaille seulement & isogénie pres, il suffit de partir d’une représentation
p-adique V' de G qui peut étre quelconque. Pour pouvoir faire (C), il faut la
supposer cristalline.

Le but du présent article est d’introduire et étudier la catégorie des jolis objets
du type (A) & isogénie pres. L’étude des objets des types (B) et (C) sera faite
ailleurs. Signalons deés & présent que celle des objets de type (B) repose sur le
travail fondamental de Colmez sur les Espaces de Banach de dimension finie
[Co02], travail qui joue déja un rdle crucial ici (§4).
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1.2 — CONVENTIONS, NOTATIONS

Dans toute la suite de I’article, K est une extension finie de Q,, K une cloture
algébrique fixée de K et Gx = Gal(K/K).

Un banach est un espace de Banach p-adique a équivalence de normes pres.
Autrement dit, c’est un Q,-espace vectoriel topologique V' qui contient un
sous-Z,-module V qui est séparé et complet pour la topologie p-adique et est

tel que V' = lim . p~ ™V (avec la topologie correspondante. Un tel V s’appelle

un réseau de V. Pour qu'un autre sous-Z,-module V' de V soit aussi un réseau,
il faut et il suffit qu’il existe 7, s € N tels que p"V C V' C p*)V.

Une représentation banachique de Gg (ou seulement une représentation ba-
nachique 8’1l n’y a pas de risque de confusion sur G ) est un banach muni d’une
action linéaire et continue de Gg. Avec comme morphismes les applications
Q,-linéaires continues G g-équivariantes, les représentations banachiques for-
ment une catégorie additive Q,-linéaire B(G).

Tout comme la catégorie des banach , la catégorie B(Gk) a une structure de
catégorie exacte au sens de [Qu73] (§2, cf. aussi [La83], §1.0) : Un morphisme
f: X — Y de B(Gk) est un épimorphisme strict (ou admissible) (resp. un
monomorphisme strict) (ou admissible) si et seulement si 'application sous-
jacente est surjective (resp. si elle induit un homéomorphisme de X sur un
fermé de Y'). Un morphisme strict est un morphisme qui peut s’écrire fy o f;
avec f; un épimorphisme strict et fo un monomorphisme strict.

Si f: X — Y est un morphisme strict, le noyau et le conoyau de I'appli-
cation sous-jacente sont de fagon naturelle des représentations banachiques,
les morphismes Ker f — X et Y — Coker f sont stricts et l'application
Coim f — Im f est un isomorphisme.

Une suite exacte courte de B(G k) est une suite

05t 95" 9

ol g est un épimorphisme strict et f un noyau de G.

Disons qu’une sous-catégorie strictement pleine D de B(Gk) est stricte si elle
contient 0, est stable par somme directe et si tout morphisme de D est strict
(en tant que morphisme de B(Gk)) et a son noyau et son conoyau dans B(G ).
Une telle catégorie est abélienne.

Appelons représentation p-adique (de Gk ) toute représentation banachique qui
est de dimension finie sur Q. Ces représentations forment une sous-catégorie
stricte Repg, (G ) de B(Gk).

1.3 — C-REPRESENTATIONS ET B;R—REPRESENTATIONS

Par continuité le groupe Gx opere sur le corps C complété de K pour la
topologie p-adique. Une C-représentation (de Gk ) est un C-espace vectoriel de
dimension finie muni d’une action semi-linéaire continue de Gi. Avec comme
morphismes les applications C-linéaires G i-équivariantes, ces représentations
forment une catégorie abélienne K-linéaire que nous notons Rep(G k).
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Tout C-espace vectoriel de dimension finie muni de sa topologie naturelle est
un banach. Toute C-représentation est donc de maniére naturelle une repré-
sentation banachique.

TuEorEME A (cf. §3.3). — Le foncteur d’oubli
RepC(GK) — B(GK)

est pleinement fidéle.

Autrement dit, si Wi et Wy sont deux C-représentations de G, toute appli-
cation Qp-linéaire continue, G'x-équivariante, de W; dans W5 est C-linéaire.
Ceci nous permet d’identifier Rep~(G k) & une sous-catégorie pleine de B(G)
qui, bien sur, est exacte. Il en est de méme de la sous-catégorie pleine
Rep2 (G ) de Rep(Gx) dont les objets sont les C-représentations triviales,
i.e. les représentations W telles qu’il existe un entier d et un isomorphisme de
C? sur W. On remarque qu'une C-représentation W est triviale si et seulement
si W est engendré en tant que C-espace vectoriel par WEx .

Nous allons avoir besoin de plonger Rep. (G ) dans une catégorie un peu plus
grande.

Choisissons un générateur ¢ de Z,(1) (noté additivement). Rappelons (cf., par
exemple [Fo00], §3.1 et 3.2) que le corps Byr des périodes p-adiques est une K-
algebre, contenant Z,(1), munie d’une topologie et d’une action semi-linéaire
continue de Gg.

Ce corps a aussi une structure naturelle de corps complet pour une valuation
discrete (la topologie définie par cette valuation est plus fine que la topologie
canonique). Son corps résiduel est C' et t est une uniformisante. On note
B:{R lanneau de la valuation (qui est aussi ouvert et fermé dans Byg pour la
topologie canonique). Pour tout m € N, on pose B, = B;R/th;R (on a donc
B0:06t31:C).

Pour tout m € N, B,,,, muni de la topologie induite par la topologie canonique
de Bg, est un banach (et sur By = C, cette topologie coincide avec la topologie
p-adique sur C). Inversement, la topologie canonique sur B:{R = (li_mmeN B,
est la topologie de la limite projective avec la topologie de banach sur chaque
B,

Un BJR—module de longueur finie n’est autre qu’un BjR—module de type fini
annulé par une puissance de t, i.e. c’est un B,,-module de type fini pour m
assez grand. Pour tout B(J{R—module W de longueur finie, on note dy (W) sa
longueur. On a donc d;(B,,) = m.

On appelle B;R-représentatz'on (de Gk ) tout B;R—module de longueur finie
muni d’une action semi-linéaire et continue de Gi. Ces représentations for-
ment de maniere évidente une catégorie abélienne K-linéaire que nous notons
RepB;R(GK). La catégorie Rep(G ) s’identifie & la sous-catégorie pleine de
Rep BIR(G k) dont les objets sont ceux qui sont annulés par t. Le théoreme A

s'étend & Repyt (GK).
dR
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THEOREME A’ (cf. §3.3). — Le foncteur d’oubli
Repp+ (Gk) — B(Gk)

est pleinement fidéle.

1.4 — PRESQUE-C-REPRESENTATIONS

Soient X7 et X5 deux représentations banachiques. On dit que X; et X5 sont
presqu’isomorphes s’il existe des sous-QQ,-espaces vectoriels de dimension finie
V1 de X et V, de X5 stables par Gk et un isomorphisme X; /V; — X5/V; dans
B(Gk). On a ainsi défini une relation d’équivalence sur les objets de B(G).
Une presque C-représentation (de Gk ) est une représentation banachique qui
est presqu’isomorphe a une C-représentation triviale. On note C(Gk) la sous-
catégorie pleine de B(Gf) dont les objets sont les presque C-représentations.

TuEOREME B (cf. §5.1). — La catégorie C(Gk) est une sous-catégorie stricte
de B(Gk). En outre, il existe des fonctions additives

d:0b C(Gk)—Neth:0bC(Gk)—Z
caractérisées par d(C) =1, h(C) =0 et

d(V) =0, h(V)=dimg, V pour toute représentation p-adique V de G

En fait C(Gk) contient toutes les C-représentations et méme les B;{R—représen-
tations :

TutorEME C (cf. §5.5). — Soit W une B:{R—représentation et soit d la longueur
du B;R-module sous-jacent. Alors W est presqu’isomorphe a C4. On a d(W) =
d et h(W)=0.

1.5 — EXTENSIONS
Disons qu’une suite exacte courte de B(Gg)
0—-858—-85—-8" -0

est presque scindée s’il existe un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie V'
de S’ stable par Gk tel que la suite

0—-8/)V—-SV-5"—-0
est scindée.
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THEOREME D (cf. §5.2, 5.4 et 5.5). — Soit
0—-8 —-85—8" -0

une suite exacte courte de B(Gg).

i) Si S’ et S” sont des presque C-représentations, pour que S soit une presque-
C-représentation, il faut et il suffit que la suite soit presque scindée.

i) Si S' et S sont des Bjn-représentations, pour que S soit une Bl,-repré-
sentation, il faut et il suffit que la suite soit presque scindée.

1.6 — LE PLAN

Faisons une derniere convention : Si C est une catégorie abélienne, si X et Y
sont deux objets de C et si n € N, on note Ext;(X,Y) le groupe des classes de
n-extensions de Yoneda. Si C = Repp(G) est une catégorie de représentations
(semi)-linéaires d’un groupe G a coefficients dans un anneau commutatif £, on
éerit aussi Extgq (X, Y).

Expliquons maintenant, pour terminer cette introduction, comment cet article
est organisé.

— L’objet du §2, est une étude détailléee des B;R—représentations de Gg. Celle-
ci repose de facon essentielle sur 'article de Tate sur les groupes p-divisibles
[Ta67] et sur la classification de Sen des C-représentations [Sen80]. Ces travaux
ont été repris et poursuivis dans [Fo00] que l’on utilise abondamment. On intro-
duit les petites représentations pour lesquelles on peut tout écrire explicitement
et auxquelles on peut se ramener dans la plupart des cas parce que toute Bc'l"R—
représentation devient petite apres changement de base fini. On détermine les
groupes d’extensions dans la catégorie Rep B, (Gk).

Ces calculs, qui seront utiles dans la suite, ne sont pas difficiles. Ils reposent
essentiellement sur la description explicite des groupes proalgébriques associés
aux catégories tannakiennes sous-jacentes. Ils sont plutot fastidieux et nous
recommandons au lecteur de passer rapidement sur le §2 en premiere lecture.

— Dans le §3, on établit les théorémes de pleine fidélité (th. A et A’ ci-dessus).
Puis, on montre comment construire toutes les extensions d’une C-représenta-
tion — ou plus généralement d’une BjR—représentation — W par une représen-
tation p-adique V.

Rappelons [Fo88a] que B.,;s est une sous-Qp-algebre de Byr stable par G et
munie d’un Frobenius ¢ qui est un endomorphisme de Q,-algebres commutant
a l'action de Gi. Si B, désigne la sous-Q,-algebre de B,;s formée des b tels
que p(b) = b, on dispose (cf. par exemple, [FPR94|, prop. 3.1.1) d’une suite
exacte

OHQPHBGHBCIR/B;RHO

ou la fleche B, — BdR/BjR est le composé de 'inclusion de B, C Bgr;s dans
Bgr avec la projection sur BdR/B;R.
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En tensorisant avec V', on obtient une suite exacte
0—V — B.®q, V — (Bar/Bjp) ®g, V — 0
d’ott une application(*)
Sw,v : Hom(W, (Bar/Bj) ®q, V) — Exti g, (W, V)

Le point essentiel est que oy, est un isomorphisme. Pour le prouver, on
commence par utiliser beaucoup de cohomologie galoisienne et en particulier,
la théorie du corps de classes local pour montrer que Ethg(GK)(VV, V) est de
dimension finie et calculer sa dimension. On constate alors que la source et
le but de dw,y ont la méme dimension et il est facile de vérifier que dw, est
injective.

Dans le cas ou W est une C-représentation, on peut remplacer B, par B, N
t_lB;R qui est une extension de C(—1) par Q, que l'on peut décrire tres
simplement : avec les notations du §1.1, on a B.Nt "B}, = U(—1) ot U est le
Qj-espace vectoriel des suites (u(™), ey d’éléments de U, vérifiant (u("+1)P =
u(™ pour tout n.

Remarquons au passage que cela nous fournit un procédé pour construire — au
moins théoriquement et modulo la construction des représentations de dimen-
sion finie sur Q,, — tous les objets de C(Gk ). Si S est 'un d’entre eux, on peut
en effet trouver une C-représentation W (que ’'on peut méme choisir triviale)
et une représentation p-adique V telles que S soit isomorphe au quotient d’une
extension de W par V par une autre représentation p-adique V.

— Dans le §4, on commence par énoncer, dans un langage un peu différent,
l'un des résultats essentiels de l'article de Colmez [Co02] sur les Espaces de
Banach de dimension finie. On introduit ce que nous appelons les espaces de
Banach-Colmez effectifs qui sont des espaces de Banach munis d’une structure
de limite inductive de limite projective d’objets en groupes commutatifs dans
la catégorie des espaces rigides analytiques sur C' vérifiant certaines propriétés.
Un tel groupe a une dimension et une hauteur qui sont des entiers naturels. On
aC = h—mmeN p~"O¢ ce qui permet de munir C' d’une structure d’espace de

Banach-Colmez (la structure analytique sur O¢ est la structure habituelle du
disque unité fermé) de dimension 1 et de hauteur 0. Tout Q,-espace vectoriel
de dimension finie i a une structure naturelle d’espace de Banach-Colmez de
dimension 0 et hauteur h. Le résultat de Colmez peut alors s’exprimer en
disant essentiellement que, si S est un espace de Banach-Colmez effectif de
dimension 1 et de hauteur h et si f : S — C est un morphisme (d’espaces de
Banach-Colmez effectifs) dont 'image n’est pas de dimension finie, alors f est
surjectif et son noyau est de dimension 0 et de hauteur h.

M) Tei Hom(W, (BdR/BjR) ®q, V) désigne le groupe des applications Q-
linéaires continues G g-équivariantes — ou, cela revient au méme, des appli-
cations Bjjp-linéaires G g-équivariantes — de W dans (Bar/Bjr) ®q, V.
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On utilise ensuite les résultats du §3 pour montrer

i) que, si F est une représentation banachique de G extension de C par une
représentation p-adique de dimension h, alors E est munie d’une structure
d’espace de Banach-Colmez effectif de dimension 1 et hauteur h,

ii) que si : E — C est une application Q,-linéaire continue G k-équivariante,
alors elle est induite par un morphisme dans la catégorie des espaces de Banach-
Colmez effectifs.

Le résultat de Colmez implique alors que si I'image de n n’est pas de dimension
finie, n est surjective et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension h.

— Le théoreme de structure pour la catégorie C(Gg) (th.B ci-dessus) est une
conséquence essentiellement formelle de ce résultat, comme on le montre au
début du §5. La suite de ce paragraphe consiste surtout a prouver que toute
extension de B;R-représentations est presque scindée, que toute B;‘R—repré-
sentation est presqu’isomorphe a une C-représentation triviale et que, dans la
catégorie des représentations banachiques, toute extension presque scindée de
BJR—représentations est encore une B;R—représentation. On y fait un grand
usage de I'étude des B;R-représentations faite au §1. On utilise aussi cer-
taines représentations p-adiques spécifiques pour construire explicitement cer-
tains presque-scindages et certains presqu’isomorphismes.

— Dans le §6, on calcule les groupes d’extensions dans la catégorie des presque-
C-représentations. Les résultats du §5 permettent de ramener ces calculs soient
a ceux des groupes d’extensions dans la catégorie des B;R—représentations,
calculs déja faits au §1, soient & ceux des groupes d’extensions dans la catégorie
des représentations p-adiques, lesquels se rameénent aux calculs de cohomologie
galoisienne continue de Tate.

Soient X et Y des presque-C-représentations. On montre (th.6.1) que les Q-
espaces vectoriels Extg(GK)(X ,Y') sont de dimension finie, nulle si n > 3 et

que
2

S (—1)" dimg, Extf(g,)(X.Y) = ~[K : Q,Jh(X)A(Y)

n=0

On construit (prop.6.8) une application naturelle Ext?;(GK)(X, X(1)) — Qp et
on montre (prop.6.9) que, pour 0 < n < 2, 'application

2— 2
EXtTCL(GK)(X7 Y) X EXtc(élK)(K X(]_)) — EXtC(GK)(X,X(]_)) — Qp
définit une dualité parfaite.
— Dans le §7, on étudie la catégorie des presque-C'-représentations de Gx a
presqu’isomorphismes prés, i.e. la catégorie déduite de C(Gk) en rendant in-
versible les presqu’isomorphismes. C’est une catégorie abélienne semi-simple

qui a une seule classe d’isomorphisme d’objets simples, celle de C'. Le corps
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gauche Dk des endomorphismes de C' dans cette catégorie est assez gros. Il
contient K et on dispose d’une suite exacte courte de K-espaces vectoriels

0— K — Dk — ((C®g, Cf) (1) - K —0

ou Cy désigne la réunion des sous-Q,-espaces vectoriels de dimension finie,
stables par Gi, de C'. Mais la structure multiplicative de Dg reste assez
mystérieuse.

— Dans le §8, on fait le lien entre cet article et le prologue de cette introduction.
On décrit quelques objets universels que 'on peut associer a la cohomologie
étale des variétés algébriques sur K, en particulier dans le cas des variétés
abéliennes.
On définit aussi 'espace tangent ¢y, d’une représentation p-adique quelconque
et I'exponentielle de Bloch-Kato

eXPpK ly — Hclont(K3 V)
qui généralisent de facon évidente ces notions, maintenant classiques, pour des
représentations de de Rham. On montre que I'image H} (K, V) de expp est le
sous-groupe de H: (K,V) = Ext(bp[g «1(Qp, V) formé des classes d’extensions
qui proviennent, via l'inclusion de @, dans B;R7 d’une extension de B;R par
V.

Une partie de ce travail a été fait pendant un séjour a 1’ University of Sydney
en Australie, une autre pendant un séjour au Korea Institute for Advanced
Study de Séoul en République de Corée. J’ai plaisir a remercier ces institutions
- et tout particulierement Mark Kisin et Minhyong Kim - pour leur accueil
chaleureux.

Je voudrais enfin remercier le rapporteur pour sa lecture minutieuse et ses
remarques pertinentes.

2 — — ETUDE DES B;R—REPRESENTATIONS DE G

Soit Ko la Zy-extension cyclotomique de K contenue dans K, i.e. l'unique
Z,-extension de K contenue dans le sous-corps de K engendré sur K par les
racines de 1'unité d’ordre une puissance de p. Soient Hx = Gal(K/K) et
Dans le §2.1, nous introduisons un anneau de séries formelles K [[t]] qui est un
sous-anneau de (Bj,)7% stable par I'x et construisons une équivalence entre
la catégorie des B ,-représentations de G et celle des K [[t]]-représentations
de FK.

Dans le §2.2, on montre que cette derniere catégorie a une structure de catégorie
tannakienne K-linéaire et est équippée d’un foncteur fibre a valeurs dans les
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K o-espaces vectoriels. On décrit le groupe pro-algébrique associé a ce foncteur-
fibre. On en déduit quelques résultats sur les groupes d’extensions dans cette
catégorie.

SiY est une Ko [[t]]-représentation de I'k, la théorie de Sen permet de définir
un endomorphisme V( du K-espace vectoriel sous-jacent. Si les valeurs pro-
pres de Vg sont dans K et suffisamment petites, on peut utiliser I’exponentielle
pour donner une description terre a terre de Y et de la B;R-représentation qui
lui est associée (on dit qu’une telle B;R-représentation est petite). L'étude des
petites représentations est 'objet du §2.3.

Si W est une B:{R—représentation de Gk, il existe une extension finie L de K
contenue dans K telle que W est petite en tant que représentation de G =
Gal(K/L). Une notion de changement de base permet alors de ramener le
calcul des groupes d’extensions dans la catégorie des B;R—représentations au
cas des petites représentations. C’est ce qu’on fait dans le §2.4.

Dans le §2.5 enfin, on calcule ces groupes d’extensions. On montre que si
W1 et Wy sont des BJR—représentations, les Exti(Wl, Ws) sont des K-espaces
vectoriels de dimension finie, nuls si ¢ > 3 et Z?:o dimKExti(Wl,Wg) =0
(th.2.14). On dispose en outre (prop.2.16) d’une dualité parfaite

Ext' (W, Wa) x Ext? ™ (Wy, Wi (1)) = K

En outre (prop. 2.15), si W est un objet simple de la catégorie des B;R-
représentations, les Exti(C7 W) sont tous nuls sauf dans les cas suivants :

(i) W =C et i =0 ou 1, et chacun de ces deux K-espaces vectoriels est de
dimension 1,

(ii) W = C(1) et i = 1 ou 2, chacun de ces deux K-espaces vectoriels étant
encore de dimension 1.

2.1 — Bjp-REPRESENTATIONS ET K,o[[t]]-REPRESENTATIONS ; STRUCTURES
TANNAKIENNES

Le générateur choisi ¢ de Z,(1) correspond & une suite (™), ey ot 6™ € K est
une racine primitive p”-ieme de 'unité et ou (5(”“))1’ = (™ pour tout n. Si
p # 2, on note m; 'unique uniformisante du corps Q,[¢™V] telle que (7;)P~*+p =
0etv,(e™ —1—m) > p—zl ;i p=2, on pose m; = 2. Alors t = t/m; est
un élément de (Bjj,)% qui est encore une uniformisante de B,. L’anneau
Ko[[t]] des séries formelles en I'indéterminée ¢ s’identifie & un sous-anneau de
(B;FR)HK stable par 'k et, pour tout m € N, 'image de cet anneau dans
(Bm)"x = (Bip/t"Bip)' = (Bip/t"Bp)™ = (Bip)"* /t™(Bg)""
s'identifie & K [[t]]/t™ et est dense dans (B,,)"* (cf [Fo00], §3).

Soit W une BJ,-représentation. Alors WHx est un (Bj,)”%-module muni
d’une action semi-linéaire de I'c. Notons W7 la réunion des sous-K-espaces
vectoriels de dimension finie de WHx stables par I'. Cest un sous-K . [[t]]-
module stable par I'x de WHx .
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PROPOSITION 2.1 (cf. [Fo00], th.3.5 et 3.6 ®)). — Pour toute Bj,-représen-
tation W de Gx, WHK est un (BIR)HK -module de longueur finie, W1 un
Ko[[t]]-module de longueur finie et les applications naturelles

B @t yme W = W et Bip @y W — W

sont des isomorphismes.

Autrement dit, la correspondance W — W7 est de facon évidente un foncteur
de RepB(-;R (Gk) dans la catégorie Repg_ 1y (I'r) des Koo|[[t]]-représentations
de Tk (i.e. des Koo[[t]]-modules de longueur finie munis d’une action linéaire
et continue de T'x (3))). Ce foncteur est une équivalence de catégorie et le
foncteur Y — Yyp = BjR QK[ Y est un quasi-inverse.

Si Y7 et Y3 sont deux Ko [[t]]-représentations de G, le produit tensoriel Y7 ®
Y2 := Y] ®k._ Yo (attention : on ne prend pas le produit tensoriel au dessus
de Ko[[t]] !) est muni d’une action naturelle de T'. On en fait une K[[t]]-
représentation de I'x en posant, t(y; ®ys2) = ty1 @y +y1 @ tys quels que soient
y1 € Y] et yo € Y.

De la méme facon, le K-espace vectoriel Hom(Y1,Y2) := L (Y1,Y32) des
applications K.-linéaires de Y7 dans Y5 est muni d’une action naturelle de 'k .
On en fait une K [[t]]-représentation de T'x en posant (tn)(y) = tn(y) — n(ty)
pour tout n € Hom(Y7,Y3) et y € Y7.

On voit que l'on a ainsi muni Repg (') d'une structure de catégorie
tannakienne sur K, dont I'objet unité est K, muni de ’action tautologique de
'k = Gal(K/K).

Par transport de structure, Rep B, (Gk) devient une catégorie tannakienne
dont 'objet-unité est B;R QK. (1) Ko = C. Si Wi et Wy sont deux objets
de Repyy (Gx), Wi @ We = By @) (W] @ W) et Hi(W1, Wa) =

Bip @ H om(W{,W). On prendra garde & ne pas confondre Wy @ Wy
avec W1® g+ Wa et Hom(Wy, Wa) avec L5+ (W1, Wa) ; ces derniéres structures
dR dR
ne font d’ailleurs pas de Repg+ (G ) une catégorie tannakienne. Toutefois, si
dR

W1 et Wy sont des C-représentations, W1 @Ws = W1 QcWa et Hom (W, Ws) =
Lo (Wi, Wa).

Ezxercice : Si m,n € N, avec m > n, alors B,, ® B,, >~ @?:_Ole+n_1_2i(i).

(2) On prendra garde que dans [Fo00] les B;R—représentations de Gk et les
K [[t]]-représentations de T'x considérées ne sont pas supposées de longueur
finie, comme on le fait ici.

() Attention que K.o[[t] n’est pas complet pour la topologie induite par celle
de By ; et que K et les Koo[[t]]/(t") ne sont pas des banach.
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2.2 — CONNEXIONS ET GROUPES PRO-ALGEBRIQUES

Soient E un corps de caractéristique 0 et E[[t]] 'anneau des séries formelles en
une indéterminée t & coefficients dans E. Notons Qgg /g le module des E-

différentielles continues logarithmiques de E[[t]], autrement dit le E[[t]]-module
libre de rang 1 de base dt/t (base qui ne change pas si 'on remplace ¢ par At,
avec A € £%).

Si Y est un E[[t]]-module de longueur finie, une connexion V sur Y est une

application E-linéaire de Y dans Y @ g QIEO‘F[ 1]/ vérifiant la regle de Leibniz.

Se donner une application E-linéaire V de Y dans Y ® gy Qg[g[ H)/E revient a se
donner une application E-linéaire Vo : Y — Y (on pose V(y) = Vo(y) ® dt/t)
et V est alors une connexion si et seulement si Vq vérifie Vo (ty) = t(y+ Vo(y))
pour tout y € Y.

ProprosITION 2.2 (cf [Fo00], prop.3.7 et 3.8). — i) Pour toute K [[t]]-représen-
tation Y de I, il existe une et une seule connexton V surY qui a la propriété
que, pour tout y € Y, il existe un sous-groupe ouwvert ', de I'ic tel que, pour
tout v € I'c y,

v(y) = exp(log x(7)-Vo)(y)

it) Deuzr Ko[[t]]-représentations Y1 et Ya de T'ic sont isomorphes si et seule-
ment s’il existe une application K |[t]]-linéaire ¢ : Y1 — Y3 qui commute a
laction de V.

Remarquons que, si E est un corps de caractéristique 0, se donner un E[[t]]-
module de longueur finie muni d’une connexion V revient & se donner un E-
espace vectoriel de dimension finie muni de deux endomorphismes ¢ et V, avec
t nilpotent, vérifiant la relation Vot —tVy = t. C’est la raison pour nous pour
introduire la catégorie qui suit : on fixe une cloture algébrique E de E et on se
donne un sous-ensemble S du groupe additif de E stable par Gal(E/E) et par
la translation o — o + 1. On note Cg g la catégorie suivante :

— un objet est un F-espace vectoriel muni de deux endomorphismes Vg et t
vérifiant :

i) les valeurs-propres de V( dans E sont dans S,

ii) Pendomorphisme ¢ est nilpotent,

ili) on a Vot —tVo =1t ;

— un morphisme est une application E-linéaire qui commute a Vg et ¢.

On obtient ainsi une catégorie abélienne E-linéaire. La sous-catégorie pleine
Céﬁ p de Cs g dont les objets sont ceux qui sont de dimension finie sur E
s’identifie & la sous-catégorie pleine de la catégorie des E[[t]]-modules de
longueur finie munis d’une connection V dont les objets sont ceux pour lesquels
les valeurs propres de ’endomorphisme V du E-espace vectoriel sous-jacent
sont dans S.

Lorsque S est un sous-groupe de E, cette catégorie a une structure de catégorie
tannakienne neutre sur F :
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—le E-espace vectoriel sous-jacent au produit tensoriel X; ® X5 de X7 et X5 est
le produit tensoriel des E-espaces vectoriels sous-jacents, avec Vo(z1 ® x2) =
Vo1 ® 2 + 11 @ Voxg et t(z) @ 22) = tr) @ 22 + 21 @ Lo,

—le E-espace vectoriel sous-jacent au Hom interne Hom(X1, X5) de X; et X5
est L(X1, X3), avec Vo(n)(z) = Vo(n(z)) — n(Voz) et t(n)(x) = t(n(x)) —
n(tz),

—l’objet unité est ' avec Vg =1t = 0.

On prendra garde que si X7 et Xa sont deux objets de Ck’;E, le E[[t]]-module
sous-jacent & Xy ® Xo (resp. Hom(X1, X2)) n’est pas isomorphe en général a
X ®E[[ﬂ] X5 (resp. LE[[E]](XlaXQ))

Toujours lorsque S est un sous-groupe de E, la catégorie Cé) g est neutre et
s’identifie donc a la catégorie des représentations E-linéaires de dimension finie
du groupe pro-algébrique sur E qui est le groupe Cg g des ®-automorphismes
du foncteur fibre tautologique qui, a tout objet de Cé g, associe le E-espace

vectoriel sous-jacent. La sous-catégorie pleine de Cf; p dont les objets sont ceux
sur lesquels ¢ = 0 s’identifie a la catégorie des représentations FE-linéaires de
dimension finie d'un quotient Ts g de Cg g. En écrivant Vo = Vi + V§®, avec
ViV = V§VE, Vi nilpotent et V§° semi-simple, on peut identifier (cf. par
exemple [Fo00], §2.4) Ts g au produit du groupe additif sur E par le groupe de
type multiplicatif T¢'p dont le groupe des caracteres Hom( §E X E, Gm,ﬁ)
est S (avec laction de Gal(E/E) induite par l'action sur E).

La projection de Cg g sur Ts r admet une section canonique : elle s’obtient en
associant a tout objet X de Cg g, la représentation de Tg g dont le E-espace
vectoriel sous-jacent est X muni de la méme action de Vj, mais ou l'on fait
agir ¢ par 0.

Se donner une action du groupe additif G, g sur un E-espace vectoriel revient
a se donner un endomorphisme nilpotent de cet espace. L’action de ¢ induit
ainsi une action de G, g sur tout objet X de Cs g, ce qui définit un morphisme
de G4, dans Cs,g. On voit que ce morphisme identifie G, g au noyau de
la projection de Cg g sur Tg g, donc que Cg g est le produit semi-direct du
groupe pro-algébrique commutatif Tg g par le sous-groupe invariant G, g.
Pour voir I'action de Tg g sur G, g, on commence par vérifier que la relation
Vot —tVo =t équivaut en fait a V{jt = tV§ et Vit —tV§® =t. Ceci implique
que le sous-groupe de Tg g isomorphe a G, g opere trivialement sur G g.

b
L’inclusion de Z dans S fournit un morphisme Tsg — T p — T7'p = Gm,p
et on vérifie que Cg g s’identifie au produit fibré H xg,, , Ts &.

Soit Hg le sous-groupe de GLy g formé des matrices de la forme (2 1).

Pour tout objet X de Cg g, notons X{—1} l'objet de Cg g qui a le méme E-
espace vectoriel sous-jacent, avec la méme action de ¢, la nouvelle action de Vg
étant x — (Vo — 1)(z).
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PROPOSITION 2.3. — Soient E un corps de caractéristique 0 et E une cloture
algébrique de E. Soient S et S’ deux sous-ensembles de E stables par Gal(E/E)
et par la translation o — o+ 1.

i) Si X est un objet de Cs g, les Ext™(E, X) s’identifient, canoniquement et
fonctoriellement, aux groupes de cohomologie du compleze

(Cx) XL xiex S X{(-1)-0-0-0...
ou le premier terme est placé en degré 0, d°(z) = (tz,Vox) et d'(y,z) =
tz — Voy.

ii) Si S C S et si Xy et Xo sont deux objets de Cs, g, l'application naturelle
Exte, , (X1, Xo) — Exte (X1, Xp) est bijective pour tout n € N.

i) St SNS" =10, si X est un objet de Cs g et X' un objet de Cs/ g, on a
Exte, ., (X, X') =0 pour tout n.

i) Si S est un sous-groupe de E et si X1 et Xy sont deur objets de Cf;E
et si n € N, alors Extg,  (X1,X2) est un E-espace vectoriel de dimen-
sion finie, nul si n > 3 qui s’identifie (canoniquement et fonctoriellement)

a Exth)E(E,Hom(Xl,XQ)).
En outre, 2 _ (—1)" dimp Exte, (X1, X2) = 0.

n=0
Preuve : Remarquons que les ExtTCLS7 (£, X) sont les foncteurs dérivés du fonc-
teur I' : Cs,p — Vecty qui envoie X sur Home, ,(E, X). L’assertion (i) peut
alors se voir :

- soit en notant Cg;—o, £ la sous-catégorie pleine de Cg g formée des objets sur
lesquels £ = 0, en remarquant que I' = I'y o I'y o I'y : Cs g — Cs—0,5 est le
foncteur qui envoie X sur X;—o tandis que I'; est la restriction & Cg—o,z de
I', et que le complexe (Cx) est le complexe simple associé au complexe double

0 - X 5 X{-1} - 0 - ... - 0 —
Vo Vo
O—>Xi>X{—1}—>0—>...—>0—>

— soit en remarquant que la correspondance X — Cx est un foncteur exact de
la catégorie Cg g dans la catégorie des complexes bornés a gauche de E-espaces
vectoriels, qui définit donc un J-foncteur (ou foncteur cohomologique) dont le
HO est ce que I'on veut et dont on vérifie facilement qu’il est effacable.

Le fait que Ext¢, (X1, X>2) s'identifie a Extg,  (E, Hom(X1, X2)) est un
résultat standard valable dans n’importe quelle catégorie tannakienne. Les
autres assertions résultent immédiatement de (i). O

Le groupe Gal(E/E) x Z agit sur le sous-ensemble S de E stable par Gal(E/E)
et par la translation & — a+1 (qui définit Iaction du générateur 1 de Z sur S).
La proposition ci-dessous montre que, si O(S) désigne l'ensemble des orbites
de E sous l'action de Gal(E/E) x Z, on a une décomposition canonique de tout
objet X de Cs g

X = ®acos)X ()
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ol X4 est le plus grand sous-objet de X pour lequel toutes les valeurs propres
de Vg sont dans A.

Pour tout objet X de Cs g et tout i € Z, notons X(; le sous-espace car-
actéristique correspondant a la valeur-propre i de V. Il est muni d’une filtra-
tion croissante par des sous F-espaces vectoriels

0 == X(i,fl) C X(i,()) C.. .X(i’nfl) C X('L,n) cC...C X(z)

définie inductivement en posant X(; ,,) = {z € X | Vo(x)—iz € X(; ,_1)}, pour
tout n € N. Si X est dans Cf;E, on an a X(;) = X(;,) pour n suffisamment
grand. L’assertion suivante est immédiate :

PROPOSITION 2.4. — Soit S un sous-ensemble de E contenant 0, stable par
Gal(E/E) et par la translation o — o + 1. Soit X un objet de CQE et soit
Xy = icn Xy Alors Xz est stable par Vg et t. C’est le plus grand sous-
objet de X qui est dans Cg g et c’est un facteur direct de X. Pour tout n € N,
Dapplication naturelle ExtgsyE (B, X(z)) — Extc, ,(E,X) est un isomorphisme

]
Remarquons également que le complexe (C X(Z)) se décompose en une somme
directe de complexes

(Cx.i) Xy — Xy @ Xy = Xy 2 0—-0—-0...

avec d°(z) = (tx,Vo(x)) et d*(y,2) =tz — (Vo — 1)(y).

PRrROPOSITION 2.5. — Soit X un objet de Cs k.
i) Les Extg,  (E,X) s’identifient canoniquement et fonctoriellement auz
groupes de cohomologie du complexe

(CX,O) X(o) —>X(1)EBX(0) —>X(1) —0—0—0...

(avec d°(z) = (tx,Vo(z)) et d*(y,2) =tz — (Vo — 1)(y)).

ii) Soit E' l'objet de Cs g dont le E-espace vectoriel sous-jacent est E lui-
méme, avect =0 et Vo =idg. Alors EXt(Q:SYE (E, E') est un E-espace vectoriel
de dimension 1 et, pour 0 < n < 2, le cup-produit induit une dualité parfaite

Ext¢, , (B, X) x Extg_" (X, E') — Ext¢,  (E, E')

Preuve : L’assertion (i) résulte de ce que, pour i # 0, le complexe Cx ; est
acyclique puisque Vj est bijectif sur X(;) et Vo — 1 est bijectif sur X;1).
Compte-tenu de (i), le fait que Ext2 . (B, E') est de dimension 1 est immédiat.
Le reste de Passertion (ii) résulte de ce que, si X’ = Hom(X, E’), le complexe
Cx o s’identifie au dual, convenablement décalé, du complexe Cx . O
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Soit e € HY(Cx,0). 1l est facile de décrire explicitement une extension Y de
E par X dont la classe est ¢ : si (b,c) € Z1(Cx ) représente €, alors, en tant
que E-espace vectoriel Y = X @ E. Si (z,A) € Y, on a t(z,\) = (tx + A\b,0)
et Vo(z,\) = (Vo(z) + Ac,0). En particulier, on voit que cette extension est
scindée, en tant que suite exacte de E[[t]]-modules, si et seulement si I’on peut
choisir le représentant (b, ¢) pour que b = 0.

Si X; et X5 sont des objets de CAJ;E, on note ExtéSEyo(Xl,Xg) le sous-

F-espace vectoriel de Extg . o (X1,X2) qui classifie les extensions de X; par
X2 qui sont scindées en tant qu’extensions de FE[[t]]-modules. Rappelons
que le E[[t]]-module sous-jacent & H[(X1, X2) ne s’identifie pas en général
a Lg (X1, X2). Cependant, on vérifie sans peine que lorsque I'on iden-
tifie ExtéS,E(Xl,Xg) a ExtéS‘E(E,HZII(Xth)), le sous-E-espace vectoriel
Exte, , (X1, X2) s'identifie & Exte, , o(E, Hai(X1, X2)). Le calcul de ce Ext'

se ramene donc au calcul de ExtéS_E’O(E7X) pour X objet de Cé,E' Mais ce
qu’on vient de faire nous montre que, si X(gy,;—o désigne le noyau de I'appli-
cation X (g) — X(1) induite par la multiplication par ¢, ce groupe s’identifie au
H' du sous-complexe de Cx o

\%
X(0),t=0 — X(0).4=0

On a donc :

ProrosiTiON 2.6. — Soit X un objet de CAJ;’E. On a une suite exacte
v
0 — Homeg , (B, X) = X(0) 40 ~— X(0).0=0 — Ext¢, , o(E, X) =0

et dimpg EXtés,E,o(E>X) = dimg Home, , (E, X).
g

Le corps E((t)) des séries formelles en ¢ a coefficients dans E a une structure
naturelle d’objet de Cz g, avec Vo(Y a;t’) = > ia;t'. Tout idéal fractionnaire
de E[[t]], en particulier E[[t]] lui-méme, est stable par t et V.

ProrosiTION 2.7. — Soit X un objet de Csi,E' On a une suite exacte
v
0 — Home, , (E[[t]], X) — X (o) ~ X (o) — Ext¢,  (E[[t], X) — 0
En particulier les E-espaces vectoriels Home, , (E[[t]], X) et ExtéS,E (E[[t], X)

ont la méme dimension finie et Homeg ., (E[[t]], X) = X(0,0)-

Preuve : Se donner une application E[[t]]-linéaire de E[[t]] dans X revient
a se donner l'image x de 1 dans X qui peut étre n’importe quel élément.
L’application ainsi définie commute a Vg si et seulement si Vo(z) = 0. D’ou
HOHICS’E(EHI]LX) = Ker (X(O) E>XV(0)) = X(O,O)~
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Soit Y une extension de E[[t]] par X. L’élément 1 € E|[[t]] est dans le sous-
espace propre associé a la valeur-propre 0 de V et on peut choisir un relevement
e de 1 dans le sous-espace caractéristique de Y associé a la valeur propre 0. On
doit avoir a = Vo(e) € X(g). Si 'on change le relevement de 1 en choisissant
¢ =e+wx avec x € X, on a Vo(e') = a + Vo(x) et I'image de a dans
Coker (X (q) %X (0y) ne dépend pas du choix du relevement. On a ainsi défini
une application de Ext} o5 (P[], X) dans ce conoyau. On vérifie sans peine
que c’est un isomorphisme. O

ProposiTiON 2.8. — Soit X un objet de Cg’E, Notons X (_yy le plus
grand quotient de X(_yy sur lequel l'action de Vo est semi-simple. Alors
Homeg , (X, E((2))/E[[t]]) s’identifie au E-espace vectoriel des applications E-
linéaires de X (_yy dans le sous-E-espace vectoriel de E((t))/E[[t] engendré
par limage de t='. C’est un E-espace vectoriel de dimension finie égale a celle
de X(,l,o).

Preuve : La deuxiéme assertion résulte de la premiere puisqu’alors la dimension
de Homeg (X, E((2))/E[[t]]) est égale a celle du plus grand quotient de X(_y
sur lequel 'action de V( est semi-simple et que cette dimension est aussi celle
du sous-espace propre associé a la valeur propre —1.

Montrons la premiere assertion. Comme les valeurs propres de V( agissant sur
E((t))/E|[t]] sont dans Z, on a

Home; (X, E((2))/E[[t]]) = Home ,,(Xz, E((¢))/E[[L])

et on peut supposer que X = X(z). Comme l'action de V¢ sur E((t))/E[[t]]
est semi-simple, tout morphisme de X dans E((t))/E[[t]] se factorise a travers
le plus grand quotient de X sur lequel ’action de V( est semi-simple ; on peut
donc supposer que l'action de Vg sur X est semi-simple et écrire X = ®;ez X (),
olt les X(;) sont des E-espaces vectoriels de dimension finie presque tous nuls,
Vo étant la multiplication par ¢ dans X(;y et ¢ étant une application E-linéaire
qui envoie X(;) dans X4 1).

Pour tout m € Z, F™X = ®;>, X(;) est un sous-objet de X. Les (F"X)nez
définissent une filtration décroissante, exhaustive et séparée de X par des sous-
objets de Cs g. Pour tout m, le quotient F™X/F™T1 X s’identifie & X(m), avec
Vo = la multiplication par m et ¢t = 0.

Par dévissage, il suffit d’établir le lemme suivant :

LEMME 2.9. — Soit m € Z et soit X un E-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’une structure d’objet de Cs g définie par Vo(x) = mz et tx = 0, pour
tout x € X.

i) Si m = —1, alors Homeg (X, E((t))/E[[t]]) s’identifie au E-espace vecto-
riel des applzcatzons E-linéaires de X dans le E-espace vectoriel engendré par
limage t_y de t=* dans E((t))/E[[t]]),

i) sim # —1, on a Home, (X, E((t))/E[[t]]

(t =
1) sim # 0, on a ExtCS’E(X,E((t))/E[[ = 0
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Preuve : On voit que le noyau de ¢ dans E((t))/E|[[t]] est aussi le sous-espace
propre associé a la valeur-propre —1 et que c’est le F-espace vectoriel de di-
mension 1 de base t_1. Les assertions (i) et (ii) sont alors évidentes.

Soit maintenant ¥ un objet de Cg g, extension de E((t))/E][t]] par X. Pour
tout entier r > 1, soit Z, le sous E[[t]]-module de E((t))/E[[t]] engendré par
Iimage t_,. det™" et soit Y, 'image inverse de Z,. dans Y. Alors Y est la réunion
croissante des Y, et il suffit de vérifier que, pour tout entier r > sup{0, —m},
la suite

0—-X—=Y.—-2.—0

admet un unique scindage. Comme Vo (t_,) = —rt_, et, comme —r n’est pas
valeur-propre de Vj agissant sur X, il existe un unique relevement e_,. de ¢_,
dans Y, tel que Vy(e_,.) = —re_, et il suffit de vérifier que ¢"e,, = 0. A priori,
on at'e_,. =x € X, mais on doit avoir Vy(t"e_,) = rt"e_,. + t"Vo(e—,) = 0,
ce qui implique x=0 puisque Vo(z) = ma est différent de 0 si z # 0. D’ou
(iii). O

2.3 — PETITES REPRESENTATIONS

Soit C une catégorie abélienne. Une sous-catégorie épaisse de C est une sous-
catégorie pleine stable par sous-objet, quotient, somme directe (c’est donc en-
core une catégorie abélienne) et extension.

Pour tout sous-groupe S de K stable sous I’action de G g, introduisons la sous-
catégorie pleine RepB;WS(GK) de RepBIR (Gk) dont les objets sont les W tels
que les valeurs-propres de Vj - vu comme un endomorphisme du K -espace
vectoriel sous-jacent & W7 - sont dans S. C’est une sous-catégorie tannakienne
épaisse de RepB;R(GK).

Soit O I’anneau des entiers de K. On dit qu'un élément a € K est K -petit s’il
est dans K et si alogx(g) € 2pOk pour tout g € Gi. Les éléments K-petits
forment un idéal fractionnaire ax de 'anneau des entiers O de K contenant
Og. On dit qu’une B;R—représentation W de Gk est petite si c’est un objet

de Repg+ .. (Gk). Pour tout a € K, il existe une extension finie L de K
dR’

contenue dans K telle que o est L-petit ; pour toute extension finie L’ de L
contenue dans K, « est alors a fortiori L'-petit.

Soit X un objet de la catégorie C£K7K. L’endomorphisme ¢ permet de mu-
nir le K-espace vectoriel sous-jacent & X d’une structure de K|[[t]]-module de
longueur finie. On fait agir G sur X via son quotient I'x en posant, pour
tout v € I'k et tout = € X,

v(x) = exp(log x(7)-Vo)(z)

Cette action est semi-linéaire relativement & ’action naturelle de 'y sur K[[t]],
ce qui nous permet, par extension des scalaires, de munir le B;R—module de
type fini Ryr(X) = BIR @Kkl X d'une action de Gk qui en fait une BIR—
représentation de Gg. On peut considérer la correspondance Ryr comme un
foncteur de C£K7K dans RepB;R(GK).
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ProposiTION 2.10. — Le foncteur Ryg : Cg:K x — Repg+ (Gk) est pleinement
’ dR
fidéle et son image essentielle est la catégorie Repg+ (Gk) des petites Bc'l"R—
dR>
représentations de G .
Preuve : Pour tout objet X de CE{K’K, il est clair que X C (R4r(X))/ et on en
déduit que (Rqr(X))’ s'identifie & Koo[[t] ® (i) X = Koo ®x X, Papplication
Vo sur (Rgr(X))! étant 'extension par Ko.-linéarité de I’application Vg sur
X. En particulier, Rgr(X) est un objet de Repg+ , (Gk).
dR
Lemve 211, — Soit W un objet de Repg+ (Gk), Vo le Ky-endo-
dR’
morphisme de WY qui lui est associé (cf. prop.2.2) et soit

sOK

Wi ={z € W/ | y(2) = exp(log x(7).Vo)(x), pour tout € T} .

L’application Koo-linéaire Koo Q¢ wi = K [[t]] @k W;i — W/, déduite

par extension des scalaires de l'inclusion de W}; dans W1, est un iso